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National　Railway 115 211．0 239・3°2v
Public　Railway 130 54．4 347，461
Private　Railway 7 3．8 7，539
一ROAD　TUNNEL 256 211．7 334，140
一WATERWAY　TUNNE　L1，085 862．1 794，582
Water　SUPPly 79 74．7 71，732
Sewage 704 516．2 423，693
Hydroelectric　Waterway136 127．2 205，750
Dual　Purpose　Canal166 144．0 93，407
一DUCT　TUNNEL 100 48．7 93，216
一〇THERS 17 32．1 42，076

















































































　　　　 　　　　 　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　 　，stable　secondary　equilibrium，　at　which













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































　　　　 　　　　　　　　　　　 　　　 　　　　　　　　　　　　　　　the　part　Sl
scribed　in　terms　of　external　fbrces　and　the　part　S
in　terms　of　displacements．　Obviously　S＝Sl＋S2．
external　forces　per　unit　area　of　the　boundary　surface　by　X〃，　Yりand　Z〃，　the　mechanical　boundary
conditions　are　given　by
of　the　body　can　be　divided　into　two　parts　from
　 　　　 over　which　boundary　conditions　are　pre・
　20ver　whic 　boundary　conditions　are　prescribed
　　　　Denoting　the　components　of　the　prescribed
　　　　　　　　　　　　　　　　　X・＝X，　】r・＝Yr，　Z，＝2，　0n　∫1，　　　　　　　　　　　　（2．48）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　x，　・・　o．1＋τx，m＋τ。ps，
　　　　　　　　　　　　　　　　　Yv　＝　Tx，1＋σ，〃2＋τ，。η，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．49）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Z，＝τzxl十τジzM十σ，n，
皇，m，刀　being　the　direction　cosines　of　the　unit　normal〃drawn　outwards　on　the　boundary：
R．＝cos（x，レ），．m・＝cos（y，〃）and　n』cos（z，〃）．　On　the　other　hand，　denoting　the　components
of　the　prescribed　displacements　by　u，　v　and　w，　the　geometrical　conditions　are　given　by
u＝ti，ρ＝i」，　w＝won∫2・ （2．50）
　　Thus，　we　obtain　all　the　governing　equations　of　the　elasticity　problem　in　small　displacement
theory：the　equations　of　equilibrium（2．38），　the　strain－displacement　relation（239）and　the　stress・
strain　relations（2，42）in　the　interior　V　of　the　body，　and　the　mechanical　and　geometrical　boundary
conditions，（2．48）and（2．50），　on　the　surface　S　of　the　body．　These　conditions　show　that　we　have
l5　unknowns，　namely，6stress　components，6strain　components　and　3　displacement　components
in　the　l　s　equations（2．38），（2．39）and（2．42）．　Our　problem　is　then　to　solve　these　l5　equations
under　the　boundary　conditions　（2．48）and（2．50）．　Since　an　the　governing　equations　have　linear
forms，　the　law　of　superposition　can　be　applied　in　solving　the　problem．　Thus，　we　obtain　linear　re－
lationships　between　the　prescribed　quantities　such　as　the　applied　load　on　S　l　and　resulting　quantities
such　as　stress　and　displacement　caused　in　the　body．
25．2Principle　of　Minimum　Potential　Energy　l8］
　　　　First，　it　is　observed　that　we　can　derive　a　state　function　A（εx，　ey，・…　　，γxy）行om　the
stress－stra㎞　relation　（2．42），　such　that
δA＝σ．δε。＋σ，δε，＋…＋τ．，δγη， （2．51）
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where
　　　　　　　　　　　　　　2A・＝（allεx十a12ε，十　…　十α16γ苫y）εx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　・一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．52）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（a6、ε．＋α62ε，＋…＋a66γx，）γV．
For　the　stress－strain　relations　of　an　isotropic　material，　namely　Eqs．（2．42），　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ev
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ε．＋ε，＋ε。）2＋G（9．＋弓＋弓）　　　　、4＝
　　　　　　　　　　　　　2（1　十夕）（1　－2夕）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．53）
　　　　　　　　　　　　　　　G
　　　　　　　　　　　　　＋ス「（γ；・＋元＋γk）・
We　shall　refer　to　A　as　the　strain　energy　function．（The　quantity　A　is　also　called　the　strain　energy
per　unit　volume　or　the　strain　energy　density．）We　may　assume　the　strain　energy　function　to　be
apositive　dennite　fUnction　of　the　strain　components．　This　assumption　involves　some　relations　of
inequahty　among　the　elastic　constants．　Ig］
We　have　a　variational　principle　called　the　principle　of　minimum　potential　energy：Among　all　the
admissible　displacement　functions，　the　actual　displacements　make　the　total　potential　energy
　　　　　　　　　π一∫∫∫メ（・…w）”一∫∫∫⑳＋Yv＋2・）”　　　（・．・4）
　　　　　　　　　　　　　一∫∫（み＋v．v＋z，w）dS，
　　　　　　　　　　　　　　　51
an　absolute　minimum．
25．3Principle　of　Minimum　Complementary　Energy［8］
　　　　We　observe　that　a　state　function　B（σx，σy，…　，γxy）may　be　derived　from　the　stress－strain
relations　（2．44），　such　that
　　　　　　　　　　　　δB＝εxδσx十ε，δσ，十…　十γxyδτ潔フ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．55）
where
　　　　　　　　　　　　2B＝（b、、σ．＋b、2σ，＋…＋b、6τ．，）σx
　　　　　　　　　　　　　　　　十　…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（256）
　　　　　　　　　　　　　　　　＋（b6、σ．＋b62σ，＋…＋b66τx，）τx，・
Forthe　stress・strain　relations　of　an　isotropic　material，　namely　Eqs．（2．47），　we　have
　　　　　　　　　l
　　　　　B＝2E｛（σx＋σ，＋σ．◎）2　　　　　　　　　（2．57）
　　　　　　　　　＋2（1＋・）（弓・＋己＋“．　一σ，・。一σ。σ．一・．σ，）｝．
一39
’
We　shall　refer　to　B　as　the　complementary　energy　function．（The　quantity　B　is　also　called　the　com・
plementary　energy　per　unit　volume，　complementary　energy　density　or　the　stress　energy　per　unit
volume．）　It　is　obvious　that，　the　strain　energy　function　A　defined　by　Eq．（2．52）is　equal　to　the
complementary　energy　function　B　de　fined　by　Eq．（2．56）and　that，　if　the　former　is　positive　definite，
so　is　the　latter．　When　the　existence　of　the　complementary　energy　function　is　thus　assured，　the
principle　of　complementary　Virtual　work　can　be　transformed　into：
　　　　　　　　　・f∫∫　B（Cx，・，，…，・x，）〃一∫∫（蝋＋VδY．＋…Z，）孤一・．　（258）
　　　　　　　　　　　γ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s2
　　　　　　　　　‘
Employing　the　assumption　that　the　quantities　u，　v　and　w　are　kept　unchanged　during　variation，　we
can　derive　from　Eq．（258）avariational　principle　called　the　principle　of　minimum　complementary
energy：Among　all　the　sets　of　admissible　stressesσx，σy，…　，andγxy，which　satisfy　the　equations
of　equiHbrium　and　the　prescribed　mechanical　boundary　conditions　on　S1，the　set　of　actual　stress
components　makes　the　total　complementary　energyπc　defined　by
　　　　　　　　　llc－∫∫∫β（Cx，6y，…　，τxy）dV－∫∫（tix，＋・Yv＋WZ，）dS，　　（2．59）
　　　　　　　　　　　　　　　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　32
an　absolute　minimum．
　　　　We　observe　that　the　arguments　of　A　are　strain　components，　while　those　of　B　are　stress　com・
ponents．　For　the　linear　stress－stra㎞relations，　Eqs．（2．42）and（2．44），　B　is　equal　to　A　and　has　the
same　physical　meaning：The　strain　energy　stored　in　a　unit　volume　of　the　elastic　body．　It　should　be
noted，　however，　that　when　stress－strain　relations　are　nonlinear，　B　defined　by　Eq．（255）is　different
from　A　defined　by　Eq．（2．51）．　For　example，　in　the　s㎞ple　case　of　a　bar　in　tension，　wehave
　　　　　　　　　σx＝σx（εx），　εx＝εx（ax）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．60）
The　functions　A　and　B　are　then　given　by
　　　　　　　　　メイ・x・・Z・x，βイε魂．　　　　　（・・61）
　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　．　　　　　O
These　are　inustrated　in　Fig．2．7　by　the　shaded　area　OPS　and　unshaded　area　OSR，　respectively．　It
is　seen　that　A　and　B　are　complementary　to　each　other　in　representing　the　area　OPSR，　namely
A＋B＝σxex．
25．4Compatible　Displacement　Function
　　　　　The　equilibrium　relation　between　the　stiffness　matrix　and，　nodal　force　vector　expressed　in
the　form　of　Eq．（2．5）is　based　on　the　fundamental　principles　mentioned　in　the　former　section．
Apparent，　numerical　method　such　as　FEM　may　be　considered　as　quite　a　different　analytical　method
from　the　conventional　ones　used　in　the　analyses　of　continuum　mechanics，　but　it　is　not　true．　So
long　as　the　assumption　on　displacement　of　points　in　an　element，　that　is，　displacement　functions
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Fig．2．7　Strain　and　Complementary　Energies　in　a　Uniaxial　Tension［8】
are　satisfied　with　compatibility，　discretiZation　to　finite　elements　is　verified　to　be　considered　as　a
system　of　continuum　as　a　whole．
　　　　　In　FEM，　there　are　severat　feasible　shapes　for　the　representation　of　element．　For　two－dimen・
sional　analysis，　triangle　and　rectangle　are　representative，　and　tetrahedron，　pentahedron，　triangular
prism，　hexahedron，　rectangular　prism　and　so　on　are　employed　for　three　dimensional　problem　as
shown　Fig．2．8（a），（b）．
　　　　Let　us　talk　about　how　to　obtain　compatible　displacement　functions．　For　example，　when　dis・
placement　function　is　given　in　the　fbrms　of
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（2．62）
where　u　and　v　are　the　linear　fUnction　with　respect　to　x　and　y．　Coefficientsα1，α2，…　　，α6　are
determined　by　nodal　displacement　and　nodal　coordinates．
　　　　According　to　Eq．（2．62），　displacement　of　an　arbitrary　point　on　a　side　of　a　triangular　element
is　specified　uniquely　as　the　linear　fUnction　by　the　displacements　of　nodes　at　both　corner．　This
matter　seems　to　be　simple，　but　significant．　Namely，　when　the　displacement　function　such　as
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Eq．（2．62）is　assumed，　it　promises　that　there　never　happen“　aperture”（as　shown　in　Fig．2．9（a））
or“　overlap”between　elements．　These“　aperture”and‘‘overlap”come　from　the　application
of　unappropriate　displacement　fUnction，　and　never　guarantee　the　convergence　to　true　solution　even
if　finer　elements　are　employed，　so　it　means　that　displacement　function　should　be　assumed　correctly．
（a） （b）
Fig．2．9Aperture　and　Overlap　of　Finite　Elements
　　　　Here，　Iet　us　discuss　on　how　to　confirm　appropriateness　of　displacement　functions　for　five　cases，
corresponding　to　five　types　of　elements　shown　in　Fig．2．8，based　on　the　conditions　of　compatibility
as　shown　in　Eq．（2．40）．
　　　　a）　　For　example，　to　pick　up　the　function　of　Eq．（2．9）or　Eq．（2．10），　since　all　components
of　Matrix【R】can　be　obtained　by　differentiating　strain　to　second　order，　it　is　clear［Rl＝0，　and
Eq．（2．40）is　satisfied．
　　　　b）　For　a　rectangular　element　as　shown　in　Fig．2．8（b），　the　number　of　displacement　com・
ponents　regarding　the　element　becomes　eight．　It　means　that　the　function｛α｝must　be　eight－dimen・
Sional　veCtOr．
　　　　When　we　assume　the　f（）llowing　displacement　function，
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（2．63）
strain　is　expressed　in　the　form　of
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